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1. Introduction 
ERWIN KLEINFELD a introduit l'anneau assosymetrique, c.-a.-d. un 
anneau R ou l'associateur {a, b, c}- (ab)c-a(bc) ala propriete suivante: 
{a, b, c}= {P(a), P(b), P(c)} pour chaque permutation P de a, b etc. [1). 
Il a demontre qu'un tel anneau, exempt d'ideaux I =1= 0 tel que I 2 = 0, 
est associatif si la caracteristique n'est pas 2 ou 3. Conformement a l'usage 
que nous avons cree dans notre these [2], nous nous servirons du terme 
"n-associatif" s'il s'agit d'un anneau R ou le n-associateur s'annule. 
Par consequent, nous ecrirons "3-associatif" au lieu de "associatif" 
tout court. 
Ci-dessous nous demontrerons qu'un anneau assosymetrique est 
5-associatif si la caracteristique n'est pas 2 ou 3. En outre quelques 
proprietes d'un tel anneau sont derivees. 
Dans la demonstration de son theoreme KLEINFELD fait emploi du 
Iemme suivant: Dans un anneau R !'ensembleS, se composant de sommes 
finies d'elements de {R, R, R} et {R, R, R}R, constitue un ideal. On 
trouvera la demonstration ci-dessous. Ce Iemme nous donne Ia possibilite 
d'ameliorer le theoreme G de [3), traitant d'un anneau 4-alternatif et 
commutatif. 
2. L'anneau assosymeirique 
Nous ne considerons que le cas ou la caracteristique n'est pas 2 ou 3. 
ERWIN KLEINFELD a demontre que dans un tel anneau le 3-associateur a Ia 
propriete suivante: {{a, b, c}, d, 1}=0. Par suite de [2], p. 9, nous pouvons 
ecrire: {a, b, c, d, I}= {{a, b, c }, d, I}+ {a, {b, c, d}, /}+{a, b, {c, d, I}} et par 
consequent: l'anneau assosymetrique est 5-associatif. Dans un anneau 
5-associatif le produit de deux 3-associateurs s'annule ([2], p. 12). 
KLEINFELD n'a besoin que de ces formules pour la demonstration de son 
theoreme: un anneau assosymetrique exempt d'ideaux I =1= 0 tel que I2 = 0, 
est 3-associatif. 
En outre il a demontre que {[a, b], c, d}=O. Nous en deduirons que 
{a, b, c, d}= {ad, b, c}. 
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Demonstration : 
{a, b, c, d}={ab, c, d}-{a, be, d}+{a, b, cd}={c, ba, d}-{cb, a, d}-
- {c, b, ad}+ {c, b, ad}+ {a, b, cd}=- {c, b, a, d}+ {c, b, ad}+ {a, b, cd} 
et par consequent: 
(1) {a, b, c, d} + {c, b, a, d} = {c, b, ad}+ {a, b, cd}. 
En interchangeant a et b on obtient: 
(2) {b, a, c, d}+ {c, a, b, d}= {c, a, bd}+ {b, a, cd}. 
Il est evident que 
{c, b, a, d} = {c, a, b, d}, 
car 
{c, b, a}d+c{b, a, d}={c, a, b}d+c{a, b, d}. 
(1) et (2) donnent apres soustraction: 
(3) {a, b, c, d}-{b, a, c, d}={c, b, ad}-{c, a, bd}. 
(I) donne a pres echange de b et c: 
(4) {a, c, b, d}+ {b, c, a, d}= {b, c, ad}+ {a, c, bd}. 
Addition de (3) et (4) donne: 
2{a, b, c, d}= 2{b, c, ad}, 
c.-a.-d.: 
{a, b, c, d} ={ad, b, c }. 
Corollaire : 
{a, b, c, d}={a, c, b, d}={d, b, c, a}={d, c, b, a}. 
En resume nous avons trouve que tous les 5-associateurs (et a fortiori 
les n-associateurs, ou n> 5) s'annulent et que tous les 4-associateurs 
s'ecrivent sous la forme d'un 3-associateur. 
De plus, on a la relation suivante: 
[{a, b, c}, d] = [{b, c, d}, a]= [{c, d, a}, b] = [{d, a, b}, c]. 
En effet: 
{a, b, c, d}= {d, b, c, a}, 
c.-a.-d.: 
{a, b, c}d+a{b, c, d}=d{b, c, a}+{d, b, c}a. 
Autrement dit: 
{a, b, c}d-d{a, b, c}={b, c, d}a-a{b, c, d}, 
c.-a.-d.: 
[{a, b, c}, d]= [{b, c, d}, a], etc. 
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Un anneau assosymetrique et commutatif est 3-associatif. C'est une 
consequence immediate de l'identite : 
[xy, z]-x[y, z]- [x, z]y= {x, y, z}+ {z, x, y}- {x, z, y}. 
Ce theoreme est valable meme dans le cas ou Ia caracteristique est 2 ou 3. 
On voit aisement qu'il est meme possible d'enoncer le theoreme: Un 
anneau commutatif, tel que le 3-associateur satisfait a la condition 
{a, b, c}= {b, a, c} ou {a, b, c}= {a, c, b}, 
est 3-associatif. 
3. L'ideal s 
Dans un anneau quelconque on a: L'ensemble S de sommes finies 
d'elements de {R, R, R} et {R, R, R}R constitue un ideal. 
En effet: Le n-associateur est la somme d'un nombre de (n-1)-
associateurs ( [2], p. 9); _en particulier: le 4-associateur {a, b, c, d} s'ecrit 
sous la forme: {ab, c, d}-{a, be, d}+{a, b, cd}. C.-a.-d.: tout n-associateur 
appartient a S. 
En outre 
{a, b, c, d}=a{b, c, d}+ {a, b, c}d, 
d'ou l'on obtient: 
R{R, R, R} C S. 
[{a, b, c}d]f={{a, b, c}, d, !}+{a, b, c}(df), 
c.-a.-d.: 
[{R, R, R}R]R C S. 
II s'ensuit 
SRCS. 
En particulier: 
[{R, R, R}R]. {R, R, R} C S. 
En fin 
{a, {b, c, d}, /}= [a{b, c, d}]f-a[{b, c, d}f]; a{b, c, d} E S 
et par consequent 
[a{b, c, d}]f ES. 
Ainsi nous avons trouve 
R[{R, R, R}R] C S, 
autrement dit: 
RSCS 
4. Application a l'anneau R ou {R, R, R}R=O 
Dans ce cas !'ideal S se compose de toutes les sommes finies de 
3-associateurs. Si, en outre, R est simple, on a deux possibilites: 
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1°. 8 = 0, c.-a.-d.: R est 3-associatif, 
2°. 8 = R, c.-a.-d.: tout element de R s'ecrit sous la forme d'une 
somme finie de 3-associateurs. 11 s'ensuit que le produit de deux elements 
s'annule et par consequent: R est 3-associatif. 
Ainsi nom~ avons demontre: Un anneau R simple tel que {R, R, R}R=O 
est 3-associatif. 
On obtient le meme resultat dans un anneau R oil R{R, R, R}= 0. 
dependant il est possible de demontrer que R est 3-associatif, meme 
dans le cas ou R est un anneau exempt d'ideaux I =1=- 0 tel que I2 = 0. 
En effet: Un element de l'ideal 8 s'ecrit sous la forme d'une somme 
finie de 3-associateurs. Alors 82 se compose d'elements du type 
!{a, b, c}. {d, f, g}. 
Par suite de {R, R, R}R = 0, un tel element est zero, c.-a.-d.: 82 = 0 et 
par consequent 8 = 0 .. 
L'anneau R est 3-associatif. 
5. L'anneau 4-alternatif et commutatif 
Le theoreme que nous venons de demontrer a des consequences dans 
le · domaine des anneaux commutatifs et 4-alternatifs. Nous avons 
demontre (cf [3]) qu'un anneau R simple qui est 4-alternatif, commutatif 
et dispersable (de caracteristique =1=- 2) est 3-associatif. 
En vertu du theoreme precite il est possible d'obtenir le meme resultat 
en jmposant des exigences moins rigoureuses : 
Un anneau R 4-aiternatif, commutatif et dispersable est 3-associatif, 
s'il ne contient aucun ideal I =1=- 0 tel que I2 = 0 et si la caracteristique 
n'est pas 2. 
En effet: Nous avons vu ([3], 9) que dans un anneau 4-alternatif, 
commutatif et dispersable (la caracteristique n'etant pas 2) le produit 
d'un 3-associateur et d'un element quelconque s'annule, c.-a.-d.: 
{R, R, R}R=R{R, R, R}=O. 
Mais un tel anneau est 3-associatif. 
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